Problemi 1

1. PROBLEMA I - P. N. I. 2001 — sessione ordinaria

Sia AB un segmento di lunghezza 2a e C il suo punto medio. Fissato un conveniente sistema di coordinate cartesiane monometri-
che (Oxy):

a) si verifichi che il luogo dei punti P tali che — =k (k costante positiva assegnata) ¢ una circonferenza (circonferenza di 4-

pollonio) e si trovi il valore di & per cui la soluzione degenera in una retta;
b) sidetermini il luogo geometrico y dei punti X che vedono 4C sotto un angolo di 45°;
c) posto X appartenente a y in uno dei due semipiani di origine la retta per 4 e per B e indicato con a 1’angolo XAC si illustri

2
I’andamento della funzione y = f'(x) con f(x) - (XB] ex =tg(a).
XA

2. PROBLEMA 2 - P. N. 1. 2001 — sessione ordinaria

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali monometriche (x, y) ¢ assegnata la funzione:

y=x"+aln(x +b),conae b diversi da zero.

a) Sitrovino i valori di a e b tali che la curva I” grafico della funzione passi per 1’origine degli assi e presenti un minimo assoluto
inx = 1.

b) Sistudi e si disegni /.

¢) Sidetermini, applicando uno dei metodi numerici studiati, un’approssimazione della intersezione positiva di I” con 1’asse x.

d) Sidetermini ’equazione della curva /™" simmetrica di /" rispetto alla retta y = y(1).

e) Sidisegni, peri valori di a e b trovati il graficodiy = Ix* + a In(x + b)|.

3. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2001 - sessione ordinaria
Si consideri la seguente relazione tra le variabili reali x , y: 1 + 1 - ldoveaéun parametro reale positivo.
X y a

a) Esprimere y in funzione di x e studiare la funzione cosi ottenuta, disegnandone il grafico in un piano riferito ad un sistema di
assi cartesiani ortogonali (Oxy).

b) Determinare per quali valori di a la curva disegnata risulta tangente o secante alla retta ¢ di equazione x +y = 4.

¢) Scrivere I’equazione della circonferenza k che ha il centro nel punto di coordinate (7 ; 1) e intercetta sulla retta ¢ una corda di
lunghezza 22

d) Calcolare le aree delle due regioni finite di piano in cui il cerchio delimitato da & ¢ diviso dalla retta ¢.

e) Determinare per quale valore del parametro « il grafico, di cui al precedente punto a), risulta tangente alla circonferenza k.

4. PROBLEMA 2 - Ordinamento 2001 - sessione ordinaria

Considerato un qualunque triangolo ABC, siano D ed E due punti interni al lato BC tali che: BD = DE = EC.
Siano poi M ed N i punti medi rispettivamente dei segmenti AD ed AE.
a) Dimostrare che il quadrilatero DENM ¢ la quarta parte del triangolo ABC.

b) Ammesso che I’area del quadrilatero DENM sia A a? , dove a ¢ una lunghezza assegnata, e ammesso che 1’angolo 4BC sia

2
acuto e si abbia inoltre: AB = 13a , BC = 15a, verificare che tale quadrilatero risulta essere un trapezio rettangolo.
¢) Dopo aver riferito il piano della figura, di cui al precedente punto b), ad un conveniente sistema di assi cartesiani, trovare
I’equazione della parabola, avente 1’asse perpendicolare alla retta BC e passante per i punti M, N, C.
d) Calcolare, infine, le aree delle regioni in cui tale parabola divide il triangolo ADC.

5. PROBLEMA 1- P. N. I 2001 - sessione suppletiva

Le misure a, b, ¢ dei lati di un triangolo ABC sono in progressione aritmetica di ragione k.

a) Siesprima, in funzione di £, il raggio r della circonferenza inscritta nel triangolo;

b) si stabilisca il valore di & per il quale » ¢ massimo;

c) si fissi nel piano del triangolo un conveniente sistema di assi cartesiani, ortogonali ¢ monometrici, e, per il valore di k deter-
minato in b), si scrivano le coordinate dei vertici del triangolo ABC nonché le equazioni delle circonferenze, inscritta e circo-
scritta, ad ABC;

d) si calcoli il rapporto tra i volumi delle due sfere di cui le circonferenze, inscritta e circoscritta, sono sezioni diametrali.

6. PROBLEMA 2 —P. N. 1. 2001 - sessione suppletiva

Una industria commercializza un suo prodotto confezionandolo in lattine realizzate utilizzando fogli di una lamierina molto sottile.

Ciascuna lattina, di assegnata capacita, ha la forma di un cilindro circolare retto. Trascurando lo spessore del materiale, il candida-

to determini:

a) le dimensioni della lattina per la quale occorre la minima quantita di materiale per realizzarla. Successivamente, posto il vo-
lume della lattina pari a 2 decilitri, se ne esplicitino le misure delle dimensioni:
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b) nel caso di cui al punto a);
¢) nel caso in cui si voglia che il diametro della base sia sezione aurea dell’altezza.

7. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2001 - sessione suppletiva

Si consideri la funzione reale fm di variabile reale x tale che:
2
fm

X

dove m ¢ un parametro reale non nullo.

a) Trovare gli insiemi di definizione, di continuita e di derivabilita della funzione.

b) Indicata con C; la curva rappresentativa della funzione f;(x) corrispondente ad m = I, studiarla e disegnarla in un piano riferi-
to a un sistema di assi cartesiani ortogonali, dopo aver determinato, in particolare, le equazioni dei suoi asintoti e il compor-
tamento nel punto 4 di ascissa 2.

¢) Calcolare I’area della regione finita di piano delimitata dalla curva C; e dalla retta parallela all’asse delle ascisse condotta per
il punto 4

:‘x—2m‘+m,

8. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2001 - sessione suppletiva

Una piramide retta, di vertice ¥, ha per base il triangolo ABC, rettangolo in A4, la cui area & 24a°, dove a & una lunghezza assegna-
AB 3

ta. Si sa inoltre che 2= — = e che il piano della faccia V4B della piramide forma con il piano della base ABC un angolo ¢ tale che
BC 5
sengp = 12
4 13
a) Calcolare I’altezza della piramide.
24

b) Controllato che essa ¢ =~ ;, calcolare la distanza del vertice C dal piano della faccia VAB.

¢) Condotto, parallelamente alla base ABC, un piano o che sechi la piramide e considerato il prisma retto avente una base coinci-
dente con il triangolo sezione e per altezza la distanza di a dalla base ABC, calcolare per quale valore di tale distanza il prisma
ha volume massimo.

d) 1l prisma di volume massimo ha anche la massima area totale?

9. PROBLEMA 1 — Sperimentazioni autonome 2001 — sessione suppletiva

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali monometriche (x, y), si consideri il luogo geometrico y dei punti P che vedo-
no il segmento di estremi A(0 ; 1) e B(2 ; 1) sotto un angolo APB di ampiezza n/4 e se ne disegni il grafico.

Nel semipiano delle ordinate y > [ si tracci la retta y = k, se ne indichino con C e D le eventuali intersezioni con y e con C’e D’
le loro proiezioni ortogonali su AB. Si determinino i valori di £ che rendono massime rispettivamente le seguenti grandezze:

a) il lato obliquo del trapezio isoscele ABDC;

b) la diagonale del rettangolo CDD C”;

¢) il cilindro generato dalla rotazione di CDD ‘C”attorno all’asse del segmento AB.

10. PROBLEMA 2 — Sperimentazioni autonome 2001 — sessione suppletiva

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali monometriche (x ; y), si consideri la funzione:
X +a
(x + b)z
* sideterminino a e b in modo che il grafico della curva y che ne risulta passi per il punto P(2 ; () e abbia per asintoto la retta
x=-1,;
+ siscriva I’equazione dell’asintoto obliquo #;
e sidetermini I’angolo a che ¢ forma con la tangente a y nel punto di intersezione tra y e ¢;

‘x3 +a‘

e sitracci il grafico di:
(x+b)

11. PROBLEMA 1 — Scuole italiane all’estero 2001 — sessione ordinaria

E assegnato un cilindro equilatero Q il cui raggio di base misura a.

a) Sidetermini il cono C di volume minimo circoscritto al cilindro (C e Q hanno basi complanari);

b) Si determini il valore di a per il quale il volume di C, approssimato alla prima cifra decimale, & 31,4 dm’;
¢) Sidetermini il volume della sfera S circoscritta a C.

12.  PROBLEMA 2 - Estero 2001 - sessione ordinaria

Nel piano riferito ad un sistema di riferimento ortogonale monometrico ¢ data la curva G di equazione:
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3

X
—2x-
4 2

a) Si studi e si rappresenti G;

b) considerata la retta » di coefficiente angolare m passante per il punto A(2 ; 0), si determini, al variare di m, il numero delle in-
tersezioni di 7 con G;

c) sicalcoli I’area della regione finita di piano R, del primo quadrante, delimitata da G e dall’asse x;

d) si determini il volume del solido generato da R in un giro completo intorno all’asse x.

13. PROBLEMA 1 - Estero 2001 - sessione ordinaria.

In un piano, riferito ad un sistema di assi ortogonali (Oxy), ¢ assegnata la parabola p di equazione: y= Lzz x4l

a) Determinare le equazioni della retta ¢ tangente alla parabola nel suo punto C(0 ; /) e la retta s perpendicolare alla retta ¢ e tan-
gente alla parabola medesima.

b) Dopo aver controllato che la retta s e la parabola p si toccano nel punto 4(2 ; 1), trovare le equazioni delle circonferenze tan-
genti alla parabola nel punto 4 e tangenti alla retta ¢.

c) Indicata con k la circonferenza, tra quelle trovate, che non ha altri punti in comune con p, oltre ad 4, e detto B il punto in cui
questa circonferenza tocca la retta ¢, calcolare 1’area della porzione finita di piano delimitata dal segmento BC, dal minore de-
gli archi 4B della circonferenza k e dall’arco AC della parabola p.

d) Chiamata r la retta tangente alla circonferenza k e strettamente parallela alla retta ¢ e considerato il segmento parabolico che
tale retta » individua sulla parabola p, calcolare il volume del solido da esso generato quando ruota di un giro completo attorno
all’asse x.

14. PROBLEMA I -P.N. I 2002 - sessione ordinaria

Due numeri x e y hanno somma e quoziente uguali a un numero reale a non nullo. Riferito il piano ad un sistema S di coordinate

cartesiane ortogonali ¢ monometriche (x ; y):

a) siinterpreti e discuta il problema graficamente al variare di a;

b) si trovi I’equazione cartesiana del luogo y dei punti P(x ; y) che soddisfano al problema;

c) sirappresentino in S sia la curva y che la curva y’ simmetrica di y rispetto alla bisettrice del / e del /I quadrante;

d) si determini I’area della regione finita di piano del primo quadrante delimitata da y e da y’ e se ne dia un’approssimazione ap-
plicando uno dei metodi numerici studiati;

e) sicalcoli y nel caso che x sia uguale a / e si colga la particolarita del risultato.

15. PROBLEMA?2-P. N. I 2002 - sessione ordinaria

I raggi O4 = OB = I metro tagliano il cerchio di centro O in due settori circolari, ciascuno dei quali costituisce lo sviluppo della

superficie laterale di un cono circolare retto.

Si chiede di determinare:

a) il settore circolare (arco, ampiezza e rapporto percentuale con il cerchio) al quale corrisponde il cono C di volume massimo, il
valore V' di tale volume massimo e il valore /' assunto in questo caso dal volume del secondo cono C’;

b) la capacita complessiva, espressa in litri, di C e di C*;

¢) un’approssimazione della misura, in gradi sessagesimali, dell’angolo di apertura del cono C, specificando il metodo numerico
che si utilizza per ottenerla.

16. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2002 - sessione ordinaria

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), ¢ assegnata la curva & di equazione y = f(x), dove ¢&:
2
S (x)= x3 2 )
X +2

a) Determinare per quali valori di x essa ¢ situata nel semipiano y > 0 e per quali nel semipiano y < 0.

b) Trovare I’equazione della parabola passante per 1’origine O degli assi e avente I’asse di simmetria parallelo all’asse y, sapendo
che essa incide ortogonalmente la curva & nel punto di ascissa —1 (N.B.: si dice che una curva incide ortogonalmente un’altra
in un punto se le rette tangenti alle due curve in quel punto sono perpendicolari).

c) Stabilire se la retta tangente alla curva & nel punto di ascissa —/ ha in comune con £ altri punti oltre a quello di tangenza.

d) Determinare in quanti punti la curva k ha per tangente una retta parallela all’asse x.

e) Enunciare il teorema di Lagrange e dire se sono soddisfatte le condizioni perché esso si possa applicare alla funzione f{x) as-

segnata, relativamente all’intervallo — J2 <x<0.

17. PROBLEMA 2 - Ordinamento 2002 - sessione ordinaria

Si considerino le lunghezze seguenti:

[1] a+2x,a—x,2a— x,

dove a € una lunghezza nota non nulla ed x ¢ una lunghezza incognita.

a) Determinare per quali valori di x le lunghezze [1] si possono considerare quelle dei lati di un triangolo non degenere.
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b) Stabilire se, fra i triangoli non degeneri i cui lati hanno le lunghezze [1], ne esiste uno di area massima o minima.
¢) Verificato che per y =%, le [1] rappresentano le lunghezze dei lati di un triangolo, descriverne la costruzione geometrica con
4
riga e compasso e stabilire se si tratta di un triangolo rettangolo, acutangolo o ottusangolo.
d) Indicato con ABC il triangolo di cui al precedente punto ¢), in modo che BC sia il lato maggiore, si conduca per 4 la retta per-

pendicolare al piano del triangolo e si prenda su di essa un punto D tale che AD sia lungo a : calcolare un valore approssimato
a meno di un grado (sessagesimale) dell’ampiezza dell’angolo formato dai due piani DBC e ABC.

18. PROBLEMA I -P. N. I 2002 - sessione suppletiva

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali monometriche (Oxy) ¢ assegnata la funzione:
a+binx

X
ove In x denota il logaritmo naturale di x e a e b sono numeri reali non nulli.
a) Sitrovino i valori di a e b per i quali il grafico G della funzione passa per i punti (¢’ ; 0) e (¢’ ; 3¢7);
b) sistudi e si disegni G;
¢) sidetermini I’equazione della curva G' simmetrica di G rispetto alla retta y = y(1);
d) si determini, con uno dei metodi numerici studiati, un’approssimazione dell’area delimitata, per / <x <2, da G e da G",
e) si disegnino, per i valori di a e b trovati, i grafici di:

a+blnx‘ ‘a+blnx‘
Y= ’y:‘ :

3 x|

19. PROBLEMA?2 -P. N. I 2002 - sessione suppletiva

E data la sfera S di centro O e raggio r. Determinare:

a) il cono C di volume minimo circoscritto a S;

b) il cono C' di volume massimo inscritto in S;

¢) un’approssimazione in litri della capacita complessiva di C e C’, posto » = / metro;

d) la misura, in gradi sessagesimali, dell’angolo del settore circolare sviluppo della superficie laterale del cono C;

e) la misura approssimata, in gradi sessagesimali, dell’angolo di semiapertura del cono C applicando uno dei metodi numerici
studiati.

20. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2002 - sessione suppletiva

Se il polinomio f{x) si divide per (x’ — 1) si ottiene x come quoziente ¢ x come resto.
a) Determinare f{x).
b) Studiare la funzione
_ W)
x* -1
e disegnarne il grafico G in un piano riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), dopo aver trovato, in particolare,
i suoi punti di massimo, minimo e flesso e i suoi asintoti.
c) Trovare I’equazione della retta ¢ tangente a G nel suo punto di ascissa 1
2
d) Determinare le coordinate dei punti comuni alla retta ¢ e alla curva G.
e) Dopo aver determinato i numeri a, b tali che sussista 1’identita:
X a b

>

2 4 +
x =1 x+1 x-1

calcolare una primitiva della funzione ) — JZ (x) .
x =1

21. PROBLEMA 2 — Ordinamento2002 - sessione suppletiva

Una piramide di vertice V, avente per base il trapezio rettangolo ABCD, ¢ tale che:

— il trapezio di base ¢ circoscritto a un semicerchio avente come diametro il lato AB perpendicolare alle basi del trapezio;

— lo spigolo VA4 ¢ perpendicolare al piano di base della piramide;

— lafaccia VBC della piramide forma un angolo di 45° con il piano della base.

a) Indicato con E il punto medio del segmento AB, dimostrare che il triangolo CED ¢ rettangolo.

b) Sapendo che I’altezza della piramide ¢ lunga 2a, dove « ¢ una lunghezza assegnata, ¢ che BC = 24D, calcolare 1’area e il pe-
rimetro del trapezio ABCD.

¢) Determinare quindi I’altezza del prisma retto avente volume massimo, inscritto nella piramide in modo che una sua base sia
contenuta nella base ABCD della piramide.

d) Stabilire se tale prisma ha anche la massima area laterale.

22. PROBLEMA 1 -P. N. I 2002 - sessione straordinaria
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Considerato il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z:

x+ay+a‘z=1
xX+ay+abz=a (1]

bx+a’y+a’bz =a’b

a) stabilire sotto quali condizioni per i parametri reali a, b esso ¢:
determinato;
indeterminato;
impossibile.
b) Posto che la terna (x ; y ; z) sia una soluzione del sistema [1], studiare la curva di equazione:
» b X,
7 i
bla-b) a
e disegnarne 1’andamento in un riferimento cartesiano ortogonale (Oab).
23. PROBLEMA 2 - P. N. L. 2002 - sessione straordinaria

Con riferimento a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy):

a) studiare le funzioni:

_—2x3—i-6x2 _x3—6x2+12x
3 7 3
e disegnare i loro grafici;

b) dopo aver verificato che, oltre al punto O, tali grafici hanno in comune un altro punto 4, determinare sul segmento OA4 un
punto P tale che, condotta per esso la retta parallela all’asse y, sia massima la lunghezza del segmento RS, dove R ed S sono i
punti in cui la retta interseca i due grafici suddetti;

¢) determinare le coordinate dei punti di ascisse uguali in cui le due curve hanno tangenti parallele e verificare che, oltre al punto
A, siritrovano i punti R ed S;

d) calcolare il volume del solido generato dalla regione finita di piano delimitata dalle due curve quando ruota di un giro comple-
to intorno all’asse x.

24. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2002 - sessione straordinaria

Con riferimento a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy):

a) scrivere ’equazione della circonferenza k con centro nel punto (8 ,; 2) e raggio 6 e calcolare le coordinate dei punti M ed N in
cui la bisettrice b del /° e 3° quadrante interseca la curva;

b) scrivere I’equazione della parabola p avente 1’asse parallelo all’asse delle ordinate, tangente all’asse delle ascisse in un punto
del semipiano x > () e passante per i punti M ed N,

c) calcolare I’area della regione finita di piano delimitata dalla parabola p e dalla bisettrice b;

d) dopo aver stabilito che la circonferenza k e la parabola p non hanno altri punti in comune oltre ad M ed N, calcolare le aree
delle regioni in cui il cerchio delimitato da k ¢ diviso dalla parabola.

25.  PROBLEMA 1 — Sperimentazioni autonome 2002 - sessione ordinaria

E dato il triangolo ABC, rettangolo in C, tale che AC e BC sono lunghi rispettivamente ¢+/3 e 3a, essendo « una lunghezza asse-
gnata. Indicato con H il piede dell’altezza relativa all’ipotenusa, siano P un generico punto dell’ipotenusa AB e z la misura, in ra-

dianti, dell’angolo H 6 P.

a) Determinare in funzione di z la somma delle distanze di P dai vertici del triangolo.

b) Determinare la posizione di P per cui ¢ minima tale somma.

¢) Indicata con D la posizione di P per cui PBC ¢ isoscele , calcolare la lunghezza di DC.

d) Riferito il piano della figura ad un conveniente sistema di riferimento cartesiano (Oxy), trovare I’equazione della circonferen-
za k avente centro in D e passante per C, e stabilire come sono posizionati i punti 4 e B rispetto a k.

e) Calcolare le aree delle regioni piane in cui le retta BC divide il cerchio delimitato da .

f) Calcolare, infine, il volume del solido generato dalla minore delle due regioni suddette quando ruota di un giro completo at-
torno alla retta DB.

26. PROBLEMA 2 — Sperimentazioni autonome 2002 - sessione ordinaria

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:

y=hk’— (2 —kx’ — (3 2k)x + 2,

dove k € un parametro reale non nullo.

)
b)
o)
d)

e)

Dimostrare che le curve assegnate hanno uno ed un solo punto in comune.
Indicata con y quella, fra tali curve, che si ottiene per kK = /, dimostrare che y ha un centro di simmetria.
Dimostrare che la curva y interseca I’asse x in uno ed un solo punto 4 di ascissa x,.
Determinare z tale che 2 z+1,
10" 10
Calcolare ’area della regione finita di piano delimitata dalla curva y, dagli assi di riferimento e dalla retta di equazione x = /.
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27.  PROBLEMA 1 — America Latina 2002 - sessione suppletiva

In un piano, riferito ad un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy), ¢ assegnata la parabola p di equazione:
y= X +x+1
a) Condotte per il punto O le rette tangenti alla parabola, trovare le coordinate dei punti 4 e B di contatto.
b) Trovare le coordinate del punto C, situato da parte opposta di O rispetto alla retta 4B, tale che il triangolo ABC sia isoscele e
rettangolo in C.
¢) Determinare ’equazione della circonferenza k avente il centro in C e passante per 4.
d) Calcolare I’area della regione finita di piano delimitata dall’arco 4B di parabola e dai segmenti C4 e CB.
e) Determinare in quante parti la parabola p divide il cerchio delimitato da .

28. PROBLEMA 2 — America Latina 2002 - sessione suppletiva

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:
y:fx3 +mx’ —m + 3,

dove m & un parametro reale.

a) Dimostrare che le curve hanno due punti in comune.

b) Determinare, tra le curve assegnate, la curva y avente un flesso nel punto di ascissa /.

c) Peril punto 4, di ascissa 1 condurre le due rette tangenti a y e indicare con B e C (X > X¢) 1 punti che tali rette tangenti hanno

2
in comune con vy, oltre al punto A4.
d) Sull’arco AB di y trovare un punto P in modo che 1’area del triangolo APB sia massima.
e) Calcolare la tangente dell’angolo formato dalle due suddette rette tangenti a .

29. PROBLEMA 1 -P. N. I 2003 - sessione ordinaria

Nel piano sono dati: il cerchio y di diametro OA4 = a, la retta ¢ tangente a y in A4, una retta » passante per O, il punto B, ulteriore in-
tersezione di  con y, il punto C intersezione di » con ¢.
La parallela per B a ¢ e la perpendicolare per C a ¢ s’intersecano in P. Al variare di r, P descrive il luogo geometrico /" noto con il
nome di versiera di Agnesi [da Maria Gaetana Agnesi, matematica milanese, (1718-1799)].
1. Si provi che valgono le seguenti proposizioni:
OD : DB =04 : DP
OC:DP=DP:BC
ove D ¢ la proiezione ortogonale di B su OA.

2. Si verifichi che, con una opportuna scelta del sistema di coordinate cartesiane ortogonali ¢ monometriche Oxy, 1’equazione

3
a

2 2"
X +a
3. Sitracci il grafico di /" e si provi che I’area compresa fra /" e il suo asintoto ¢ quattro volte quella del cerchio y.

cartesiana di /" ¢: y=

30. PROBLEMA?2-P. N. I 2003 - sessione ordinaria

Sia f{x) = a2* + b2™" + ¢ con a, b, ¢ numeri reali. Si determinino a, b, ¢ in modo che:
1. la funzione f'sia pari;
2. f0) =2
[ 3.
T
Si studi la funzione g ottenuta sostituendo ad a, b, ¢ i1 valori cosi determinati e se ne disegni il grafico G. Si consideri la retta r
di equazione y = 4 e si determinino, approssimativamente, le ascisse dei punti in cui essa interseca G, mettendo in atto un pro-
cedimento iterativo a scelta.
Si calcoli I’area della regione finita del piano racchiusa tra 7 e G.

Si calcoli Jf%) dx -
x

Si determini la funzione g’ il cui grafico ¢ simmetrico di G rispetto alla retta r.

31. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2003 - sessione ordinaria

Si consideri un tetraedro regolare 7T di vertici 4, B, C, D.

a) Indicati rispettivamente con ¥ ed § il volume e 1’area totale di T e con 7 il raggio della sfera inscritta in 7, trovare una relazio-
ne che leghi V, Sed r.

b) Considerato il tetraedro regolare 7" avente per vertici i centri delle facce di 7, calcolare il rapporto fra le lunghezze degli spi-
golidi T'e T" e il rapporto fra i volumi di 7'e 7".

¢) Condotto il piano a, contenente la retta 4B e perpendicolare alla retta CD nel punto £, e posto che uno spigolo di 7 sia lungo
s, calcolare la distanza di E dalla retta 4B.

d) Considerata nel piano a la parabola p avente ’asse perpendicolare alla retta AB e passante per i punti 4, B ed E, riferire questo
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piano ad un conveniente sistema di assi cartesiani ortogonali e trovare 1’equazione di p.

V2 o

e) Determinare per quale valore di s la regione piana delimitata dalla parabola p e dalla retta £4 ha area Y= cm”.

3

32. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2003 - sessione ordinaria

2x+1

__“*7T"  dove m ¢ un parametro reale.
X +m+|m]

E assegnata la funzione f(x) —

a) Determinare il suo dominio di derivabilita.

b) Calcolare per quale valore di m la funzione ammette una derivata che risulti nulla per x = /.

¢) Studiare la funzione f{x) corrispondente al valore di m cosi trovato e disegnarne il grafico y in un piano riferito ad un sistema
di assi cartesiani ortogonali (Oxy), dopo aver stabilito quanti sono esattamente i flessi di y ed aver fornito una spiegazione e-
sauriente di cio.

d) Calcolare I’area della regione finita di piano delimitata dal grafico y, dall’asse x e dalla retta di equazione x = /.

33. PROBLEMA - P. N. I 2003 - sessione suppletiva

In un piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le parabole di equazione:
y=(a—1)x’=2ax +d’

dove a ¢ un parametro reale diverso da /.

a) Determinare quali tra esse hanno punti in comune con 1’asse x e quali no.

b) Trovare le due parabole che hanno il vertice in un punto di ascissa a.

c) Stabilire se le due parabole trovate sono congruenti o no, fornendo un’esauriente spiegazione della risposta.

d) Scrivere I’equazione del luogo geometrico L dei vertici delle parabole assegnate e disegnarne 1’andamento dopo averne de-
terminato in particolare asintoti, estremi e flessi.

e) Calcolare I’area della regione finita di piano delimitata dalla curva L e dalla retta di equazione y = E
2

34. PROBLEMA?2-P. N. I 2003 - sessione suppletiva

In un trapezio rettangolo ABCD, circoscritto a un cerchio, 4B ¢ la base maggiore, CD la minore ¢ BC il lato obliquo. Le misure,
considerate rispetto alla stessa unita di misura, del raggio del cerchio e del perimetro del trapezio sono nell’ordine 2 e /8.

a) Calcolare le misure dei lati del trapezio.

b) Riferito il piano della figura a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy), scrivere le coordinate dei vertici del trapezio.

c) Trale centro-affinita di equazioni:

x'=ax+by
V'=cx+dy
trovare quella che trasforma il vertice B del trapezio nel vertice C e il vertice C nel vertice D.

d) Stabilire se la centro-affinita trovata presenta rette unite.
e) Calcolare I’area della figura trasformata del cerchio inscritto nel trapezio in base alla centro-affinita trovata sopra.

35. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2003 - sessione suppletiva

Del triangolo ABC si hanno le seguenti informazioni:
AB =3 cm; AC =2 cm; CAB = 60°.

Si tracci la bisettrice di CAB e se ne indichi con D ’intersezione con il lato BC.

a) Si calcoli la lunghezza del lato BC e delle parti in cui esso risulta diviso dal punto D.

b) Si determinino il coseno dell’angolo in B, la misura di 4D e, disponendo di un calcolatore, le misure approssimate degli altri
due angoli interni di vertici B e C.

c) Sitrovi sul lato 4D, internamente a esso, un punto P tale che la somma s dei quadrati delle sue distanze dai vertici 4, B e C sia
m’ essendo m un parametro reale dato.

d) Si discuta tale ultima questione rispetto al parametro m.

36. PROBLEMA 2 - Ordinamento 2003 - sessione suppletiva

E data una piramide retta a base quadrata.

a) Sisezioni la piramide con un piano parallelo alla base e si indichino con a, b (a > b) e h rispettivamente le misure degli spigo-
li delle basi e 1’altezza del tronco che ne risulta. Si esprima in funzione di a, b, / il volume del tronco di piramide illustrando il
ragionamento seguito.

b) Si calcoli il volume massimo della piramide data sapendo che la sua superficie laterale ¢ 3 dm?.

c) Sicalcoli il raggio della sfera circoscritta alla piramide massima trovata.
d) Si dia una approssimazione della capacita in litri di tale sfera.
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37. PROBLEMA1-P.N. I 2003 - sessione straordinaria

E assegnata la seguente equazione in x:
X +2x— 50 = 0,conx €R.

a) Dimostrare che ammette una e una sola soluzione x.
b) Determinare il numero intero z tale che risulti: z < x <z + 1.
¢) Scrivere un algoritmo idoneo a calcolare un valore approssimato di x a meno di 10,
d) Dopo aver riferito il piano a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), determinare, se esistono, i valori del parametro rea-
le k (k# —1) per cui la curva C; di equazione:
y=(+2x—50)+k(x’+2x - 75)
ammette un massimo e un minimo relativi.
e) Stabilire se esiste un valore £ di & per cui la curva C ; & simmetrica rispetto all’origine O.

38. PROBLEMA?2-P. N. I 2003 - sessione straordinaria

Un gruppo di persone ¢ costituito da 3 uomini e dalle rispettive mogli. Ciascun uomo sceglic a caso una fra le 3 donne, con uguali
possibilita di scelta, per un giro di ballo.
a) Calcolare quante sono le possibili terne di coppie di ballerini.
b) Calcolare la probabilita che:
1) nessun uomo balli con la propria moglie;
2) un solo uomo balli con la propria moglie;
3) tutti e tre gli uomini ballino con le rispettive mogli.
¢) Il gioco viene effettuato per n volte. Calcolare:
1) pern = 24, il numero medio di volte in cui tutti e tre gli uomini ballano con le rispettive mogli;
2) pern =4, laprobabilita che non piu di 2 volte capiti che nessun uomo balli con la propria moglie;
3) pern = 60, la probabilita che esattamente 30 volte capiti che un solo uomo balli con la propria moglie;
4) pern =15, la probabilita che almeno /4 volte capiti che almeno un uomo balli con la propria moglie.

N.B.:  Per I’uso che il candidato, se crede, ne puo fare, si forniscono le formule della probabilita binomiale e della distribuzione
normale:

n 1 _(X*/:)Z
s :( jpkp"k sy = zﬂe 207 (e=2,7182...,m=3,1415...).

k o2r

39. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2003 - sessione straordinaria

E assegnata la seguente equazione in x:
X +2x-50=0.
a) Dimostrare che ammette una e una sola soluzione x nel campo reale.
b) Determinare il numero intero z tale che risulti: z< x <z + 1.
¢) Dopo aver riferito il piano a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), determinare, se esistono, i valori del parametro rea-
le k (k# —1) per cui la curva C; di equazione:
y=(+2x—50) + k(x> + 2x — 75)
ammette un massimo e un minimo relativi.
d) Stabilire se esiste un valore £ di k per cui la curva C 7 & simmetrica rispetto all’origine O.
e) Stabilire se fra le rette di equazione y = 5x + m, dove m & un parametro reale, ve ne sono di tangenti alla curva C, ottenuta per
k=0.

40. PROBLEMA 2 - Ordinamento2003 - sessione straordinaria

La base minore, la base maggiore e il perimetro di un trapezio isoscele misurano nell’ordine:
6 cm, 10 cm, 4(4+\E) cm.

a) Dire, giustificando la risposta, se il trapezio ¢ circoscrittibile a una circonferenza.

b) Spiegare perché il trapezio ¢ inscrittibile in una circonferenza k.

¢) Dopo aver riferito il piano del trapezio a un conveniente sistema di assi cartesiani ortogonali, trovare 1’equazione di .

d) Trovare I’equazione della parabola p passante per gli estremi della base minore del trapezio e avente 1’asse perpendicolare a
tale base e il vertice nel centro di £.

e) Calcolare le aree delle regioni piane in cui la parabola p divide il trapezio.

f) Calcolare le aree delle regioni piane in cui la parabola p divide il cerchio delimitato da .

41. PROBLEMA 1 - Estero 2003 - sessione ordinaria

Considerate le funzioni
e+e’ e —e’
t)= e t)=
)= g2
1. Tracciate nel piano (¢, y) i loro rispettivi grafici F e G.
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2. Provate che un punto qualsiasi dell’iperbole x’ — y” = I avente per ascissa f{t;) ha per ordinata g(,).

3. Siano P e Q i punti rispettivamente di F' e G aventi la medesima ascissa & . Stabilite se la distanza tra P ¢ Q assume un valore
di minimo o di massimo assoluto per qualche particolare valore di .

4. Calcolate I’area della regione limitata da F, G, dall’asse y e dalla retta di equazione ¢t = —/ e quella della regione limitata da F,
G, dall’asse y e dalla retta di equazione ¢ = /.

42. PROBLEMA 2 - Estero 2003 - sessione ordinaria

Determinare b e ¢ affinché la parabola di equazione y = —x’ + bx + ¢ abbia il vertice in A(/ ; 6).

Determinare altresi il parametro &k in modo che I’iperbole di equazione xy = k passi per 4.

1. Disegnare le due curve e determinare le coordinate dei loro ulteriori punti comuni indicando con B quello appartenente al
primo quadrante.

2. Calcolare I’area della parte di piano limitata dai due archi 4B della parabola e dell’iperbole.

3. Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione completa, attorno all’asse y della medesima parte di piano.

43. PROBLEMA 1— America Latina 2003 — sessione ordinaria

Nel piano riferito a coordinate cartesiane, ortogonali e monometriche (x ; ), studiate la curva G di equazione:
3

X

d (2x-1)

Tracciatene il grafico e denotate con s il suo asintoto obliquo.

2. Indicate con 4 e B i punti in cui s incontra rispettivamente 1’asse y e la curva G. Sul segmento 4B prendete un punto P in mo-
do che, detto Q il punto di G avente la stessa ascissa di P, sia massima 1’area del triangolo 4PQ.

3. Determinate I’area della regione finita di piano delimitata da G e dalla bisettrice del primo e terzo quadrante.

4. Determinate 1’equazione della curva S simmetrica di G rispetto alla bisettrice del // e /V quadrante.

[u—

44. PROBLEMA 2 — America Latina 2003 — sessione ordinaria

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali e monometriche (x ; y), siano:

S il punto di coordinate (0 ; 4); P un punto della retta » di equazione 2x —y — 2 = 0 ; n la retta per S perpendicolare alla congiun-
gente S con P; Q il punto di intersezione di n con la retta s parallela per P all’asse y.

a. Trovate I’equazione cartesiana del luogo G descritto da Q al variare di P su r.

b. Studiate G, disegnatene il grafico e spiegate con considerazioni geometriche quanto si riscontra, analiticamente, per x = 3.

c. Sicalcoli I’area della regione di piano racchiusa tra G , il suo asintoto obliquo, I’asse y e la retta x = 2.

d. Sitrovi I’equazione del luogo K simmetrico di G rispetto alla retta x = 2.

45. PROBLEMA 1 -P. N. 1. 2004 - sessione ordinaria

. . 2
Sia y la curva d’equazione y = ke ™

ove k e / sono parametri positivi.

1. Sistudi e si disegni y;

2. sidetermini il rettangolo di area massima che ha un lato sull’asse x e i vertici del lato opposto su y;

3. sapendo che J.m e dx =7 €assumendo ; — 1 , si trovi il valore da attribuire a & affinché I’area compresa tra y ¢ I’asse x sia

o 2

I;

4. perivaloridi k e A sopra attribuiti, y ¢ detta curva standard degli errori o delle probabilita o normale di Gauss [da Karl Frie-
drich Gauss (1777-1855)]. Una media u # 0 e uno scarto quadratico medio ¢ # I come modificano 1’equazione ¢ il grafico?

46. PROBLEMA 2 - P. N. I. 2004 - sessione ordinaria

Sia f'la funzione cosi definita:

)= (” j (zﬂb ] i

con a ¢ b numeri reali diversi da zero.
1. Si dimostri che, comunque scelti a ¢ b, esiste sempre un valore di x tale che
a+b
Slx)==
2. Si consideri la funzione g ottenuta dalla f ponendo @ =2 e b = I. Si studi g e se ne tracci il grafico.
3. Si consideri per x > 0 il primo punto di massimo relativo e se ne fornisca una valutazione approssimata applicando un metodo
iterativo a scelta.

47. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2004 - sessione ordinaria

Sia fla funzione definita da: f{x) = 2x — 3x°
1. Disegnate il grafico G di f.



Problemi 10

2. Nel primo quadrante degli assi cartesiani, considerate la retta y = ¢ che interseca G in due punti distinti e le regioni finite di
piano R e S che essa delimita con G. Precisamente: R delimitata dall’asse y, da G e dalla retta y = ¢ e S delimitata da G e dalla
rettay = c.

3. Determinate ¢ in modo che R e S siano equivalenti e determinate le corrispondenti ascisse dei punti di intersezione di G con la
rettay = c.

4. Determinate la funzione g il cui grafico ¢ simmetrico di G rispetto alla retta 5, — 4.

9

48. PROBLEMA 2 - Ordinamento 2004 - sessione ordinaria

ABC ¢ un triangolo rettangolo di ipotenusa BC.

1. Dimostrate che la mediana relativa a BC ¢ congruente alla meta di BC.

2. Esprimete le misure dei cateti di ABC in funzione delle misure, supposte assegnate, dell’ipotenusa e dell’altezza ad essa rela-
tiva.

3. Con BC=+/3 metri, determinate il cono K di volume massimo che si puo ottenere dalla rotazione completa del triangolo attor-
no ad uno dei suoi cateti e la capacita in litri di K.

4. Determinate la misura approssimata, in radianti ed in gradi sessagesimali, dell’angolo del settore circolare che risulta dallo
sviluppo piano della superficie laterale del cono K.

49. PROBLEMA 1-P. N. I. 2004 - sessione suppletiva

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), ¢ assegnata la curva K di equazione:

(1) _2x(6-x)

2+x
a) Disegnarne I’andamento, indicando con 4 il suo punto di massimo relativo.
b) Calcolare quanti punti, aventi le coordinate del tipo [a : b), dove a, b sono numeri interi, appartengono alla regione piana

(contorno compreso) delimitata dall’asse x e dalla curva K.

¢) Fraitriangoli isosceli aventi il vertice propriamente detto in 4 e la base sull’asse x, determinare quello il cui perimetro & /6.

d) Calcolare le aree delle due regioni in cui la curva K divide il triangolo trovato sopra.

e) Spiegare perché la funzione (1) non ¢ invertibile nel suo dominio. Se si restringe convenientemente questo dominio si ottiene
una funzione invertibile? Qual ¢ in tal caso la funzione inversa?

50. PROBLEMA2-P.N.1LI 2004 - sessione suppletiva

Nel Liceo Scientifico «Torricelli» vi sono 4 classi quinte, i cui alunni sono distribuiti per sezione e per sesso in base alla seguente
tabella:

sezione | B C D
Sesso
M 12 10 13 8
F 16 18 15 20
a) Rappresentare graficamente la situazione per mezzo di un istogramma.
b) Calcolare le distribuzioni marginali degli studenti per sezione e per sesso.
¢) Calcolare la probabilita che, scelta a caso una coppia di studenti della 5a A, questa sia formata da alunni di sesso:
1) maschile 2) femminile 3) differente.
Quanto vale la somma delle tre probabilita trovate?.
d) Calcolare la probabilita che, scelti a caso una classe e, in essa, una coppia di studenti, questa sia formata da alunni di sesso
differente.
e) Scelto a caso un alunno di quinta del Liceo in questione e constatato che si tratta di uno studente di sesso maschile, calcolare
la probabilita che esso provenga dalla 5a D.
51. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2004 - sessione suppletiva

Una piramide ha per base il quadrato ABCD di lato lungo 7 ¢m. Anche ’altezza VH della piramide ¢ lunga 7 ¢m e il suo piede H ¢
il punto medio del lato 4B. Condurre per la retta AB il piano o che formi con il piano della base della piramide un angolo ¢ tale

che

cosp = 3 ¢ indicare con EF la corda che il piano o intercetta sulla faccia V'CD della piramide.
5

a) Spiegare perché il quadrilatero convesso ABEF ¢ inscrivibile in una circonferenza vy.

b) Tale quadrilatero ¢ anche circoscrivibile a una circonferenza?

¢) Calcolare i volumi delle due parti in cui la piramide data ¢ divisa dal piano o.

d) Dopo aver riferito il piano a a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy), determinare 1’equazione della circonferenza v.
52. PROBLEMA1-P. N. I 2004 - sessione straordinaria
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In un piano ¢ assegnata la parabola p di vertice V' e fuoco F tali che, rispetto a una assegnata unita di lunghezza, il segmento VF sia

lungo 1 . Indicato con E il punto simmetrico di F rispetto a V e riferito il piano a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy):

a) determinare 1’equazione della parabola p e stabilire se esiste un punto 4 di p tale che il triangolo AEF sia rettangolo in 4;

b) chiamato P un generico punto della parabola p, trovare le coordinate del baricentro G del triangolo PEF ¢ determinare
I’equazione del luogo geometrico k descritto dal punto G al variare di P su p;

¢) indicati con R ed S due punti appartenenti il primo alla parabola p e il secondo al luogo % e situati nel 1° quadrante su una retta
r perpendicolare all’asse di simmetria della parabola p, calcolare a quale distanza da V" bisogna condurre la retta » affinché
I’area della regione finita di piano delimitata dal segmento RS, dall’arco VR della parabola p e dall’arco VS del luogo £ sia u-

guale a 2(3 _ ﬁ),

d stabilire se la distanza trovata sopra ¢ espressa da un numero razionale o irrazionale.

53. PROBLEMA 2 - P.N.I. 2004 - sessione straordinaria

Si considerino le successioni di termini generali a,, b, € ¢, tali che:

a,= Yk b =27 ¢ =ik
ik=1 J=1 k=1
(ki)
a) Dimostrare che risulta:
a :%nz(n+l)2 » b, :%n(n+l)(2n+1) > c

n 7

. zﬁn(n+l)(n+2)(3n+l)-

b) Calcolare il piu grande valore di # per cui a, non supera 100 000.

c) Definire per ricorsione la successione di termine generale c,.

d) Utilizzare la precedente definizione per scrivere un algoritmo che fornisca i primi 20 numeri di quella successione e li comu-
nichi sotto forma di matrice di 5 righe e 4 colonne.

54. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2004 - sessione straordinaria

In un piano, riferito a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:
1+a senx

E

cosXx
dove a ¢ un parametro reale.
a) Dimostrare che si tratta di curve periodiche con periodo 2@, che hanno in comune infiniti punti dei quali si chiedono le coori-
nate.
b) Tra le curve assegnate determinare quelle che hanno come tangente orizzontale la retta di equazione

c¢) Controllato che due curve soddisfano alla condizione precedente, dimostrare che sono 1’una simmetrica dell’altra rispetto
all’asse y e disegnarle nell’intervallo -z <x <z, dopo aver spiegato, in particolare, perché nessuna di esse presenta punti di
flesso.

55. PROBLEMA 1 — Estero 2004 — sessione ordinaria

Tra i coni circolari retti inscritti in una sfera di raggio 10 cm, si determini:

1. il cono C di volume massimo e il valore, espresso in litri, di tale volume massimo.

2. il valore approssimato, in gradi sessagesimali, dell’angolo del settore circolare che risulta dallo sviluppo piano della superficie
laterale di C;

3. il raggio della sfera inscritta nel cono C e la percentuale del volume del cono che essa occupa.

56. PROBLEMA 2 — Estero 2004 — sessione ordinaria

e
bx* +cx+2
1) Sideterminino i valori dei parametri che figurano nell’equazione (1) disponendo delle seguenti informazioni:
a) ivaloridia,becsono0ol;
b) il grafico G di f passa per (— [ ; 0);
c) larettay = I ¢ un asintoto di f.
2) Sidisegni G.
3) Si calcoli I’area della regione finita di piano del primo quadrante degli assi cartesiani compresa tra 1’asintoto orizzontale, il
grafico Gelerettex = 0,x = 2.

Sia f1a funzione definita da: f(x)=

57. PROBLEMA 1 - P.N.I 2005 - sessione ordinaria
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Nel piano O)Sy sono date le curve 4 e r di equazioni:
A:x'=4(x—-y)er:4y=x+6.
Si provi che A e » non hanno punti comuni.
Si trovi il punto P € A che ha distanza minima da r .
Si determini 1’area della regione finita di piano racchiusa da 4 e dalla retta s, simmetrica di 7 rispetto all’asse x.
Si determini il valore di ¢ per il quale la retta y = ¢ divide a meta 1’area della regione S del / quadrante compresa tra A e
’asse x.
5. Sidetermini il volume del solido di base S le cui sezioni ottenute con piani ortogonali all’asse x sono quadrati.

b

58. PROBLEMA 2 —P. N. I 2005 - sessione ordinaria

Si consideri la funzione f definita sull’intervallo [0 ; +oo da:

/(0)=1
f(x):x—;(3—21nx)+l se x>0

e sia C la sua curva rappresentativa nel riferimento Oxy, ortogonale ¢ monometrico.

1. Si stabilisca se f'¢ continua e derivabile in 0.

2. Si dimostri che I’equazione f{x) = 0 ha, sull’intervallo [0 ; +oo[, un’unica radice reale e se ne calcoli un valore approssi-
mato con due cifre decimali esatte.

Si disegni C e si determini 1’equazione della retta » tangente a C nel punto di ascissa x = /.

4. Sia n un intero naturale non nullo. Si esprima, in funzione di n, I’area 4,, del dominio piano delimitato dalla curva C,

dalla retta tangente r e dalle due rette: x = I e x = 1,

n
5. Sicalcoli il limite per n — +oo di 4, e si interpreti il risultato ottenuto.

w

59. PROBLEMA 1 — Ordinamento 2005 - sessione ordinaria

Nel primo quadrante del sistema di riferimento Oxy, ortogonale ¢ monometrico, si consideri la regione R, finita, delimitata
dagli assi coordinati e dalla parabola A d’equazione: y = 6 — x°.

1. Si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione completa di R attorno all’asse y.

2. Si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione completa di R attorno alla retta y = 6.

3. Si determini il valore di & per cui la retta y = k£ dimezza ’area di R.
4

Per 0 <t <+/6 sia A(1) I’area del triangolo delimitato dagli assi e dalla tangente a A nel suo punto di ascissa . Si deter-
mini A(1).
5. Sidetermini il valore di ¢ per il quale 4(?) ¢ minima.

60. PROBLEMA1-P.N. 1L 2005 - sessione suppletiva

Sono dati una piramide triangolare regolare e il prisma retto inscritto in essa in modo che una base sia la sezione della piramide

con il piano equidistante dal suo vertice e dalla sua base.

A) Ammesso di conoscere il volume della piramide, dire se ¢ possibile calcolare il volume del prisma e fornire una esauriente
spiegazione della risposta.

B) Posto che lo spigolo della base ABC della piramide sia lungo 4 cm:

1) calcolare la misura dello spigolo della base MNP del prisma, complanare ad ABC;

2) supposto che gli spigoli AB ¢ MN siano paralleli, riferire il piano dei triangoli ABC ¢ MNP a un sistema di assi cartesiani a-
vente I’origine in 4 e ’asse delle ascisse coincidente con la retta 4B e trovare le coordinate dei vertici di tali triangoli,

3) determinare quindi I’equazione della parabola avente 1’asse perpendicolare alla retta AB e passante per i punti A, B, M e veri-
ficare che passa pure per N;

4) dopo aver spiegato perché la trasformazione che muta il triangolo ABC nel triangolo MNP ¢ una similitudine, trovarne le e-
quazioni;

5) spiegare esaurientemente, col metodo preferito, com’¢ posizionata la circonferenza circoscritta al triangolo MNP rispetto al
triangolo ABC.

61. PROBLEMA?2-P.N. LI 2005 - sessione suppletiva

a

E assegnata la funzione f (x) = , dove a & un parametro reale non nullo.
a

1+x2

1) Dopo aver fornito la definizione di funzione limitata, spiegare perché la funzione f,(x) ¢ limitata.

2) Una volta riferito il piano a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy) e indicato con A4 il punto di massimo
del grafico G della funzione quando @ > 0, scrivere ’equazione della circonferenza y di diametro OA.

3) Determinare quanti e quali punti hanno in comune la circonferenza y e la curva G, quando a varia nell’insieme dei numeri rea-
li positivi.

4) Calcolare il valore a di a per il quale la circonferenza y e la curva G hanno in comune i vertici di un triangolo equilatero.
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5) Verificare che esiste un valore a' di a per il quale la funzione f,(x) si pud considerare la densita di probabilita di una variabile
aleatoria continua e determinare la funzione di distribuzione di tale variabile.

62. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2005 - sessione suppletiva

Sono dati una piramide triangolare regolare e il prisma retto inscritto in essa in modo che una base sia la sezione della piramide

con il piano equidistante dal suo vertice e dalla sua base.

A) Ammesso di conoscere il volume della piramide, dire se ¢ possibile calcolare il volume del prisma e fornire una esauriente
spiegazione della risposta.

B) Posto che lo spigolo della base ABC della piramide sia lungo 4 cm:

1) calcolare la misura dello spigolo della base MNP del prisma, complanare ad ABC;

2) supposto che gli spigoli AB e MN siano paralleli, riferire il piano dei triangoli ABC e MNP a un sistema di assi cartesiani a-
vente 1’origine in 4 e I’asse delle ascisse coincidente con la retta AB e trovare le coordinate dei vertici di tali triangoli;

3) determinare quindi I’equazione della parabola avente 1’asse perpendicolare alla retta AB e passante per i punti 4, B, M e veri-
ficare che passa pure per N;

4) calcolare le aree delle parti in cui la parabola trovata divide i triangoli ABC e MNP;

5) spiegare esaurientemente, col metodo preferito, com’e posizionata la circonferenza circoscritta al triangolo MNP rispetto al
triangolo ABC.

63. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2005 - sessione suppletiva

a

I+x

1) Dopo aver fornito la definizione di funzione limitata, spiegare perché la funzione f,(x) ¢ limitata.

2) Una volta riferito il piano a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy) e indicato con A4 il punto di massimo
del grafico G della funzione quando a > 0, scrivere ’equazione della circonferenza y di diametro OA.

3) Determinare quanti e quali punti hanno in comune la circonferenza y e la curva G, quando a varia a nell’insieme dei numeri
reali positivi.

E assegnata la funzione £ (x) = , dove a ¢ un parametro reale non nullo.
Joa

2

4) Calcolare il valore @ di a per il quale la circonferenza y e la curva G hanno in comune i vertici di un triangolo equilatero.
5) Dopo aver controllato che il valore ¢ sopraddetto ¢ 4, indicare con ;7 e G la circonferenza e la curva corrispondenti a tale

valore e calcolare le aree delle regioni piane in cui la curva G divide il cerchio delimitato da ;7

64. PROBLEMA 1—-P. N. I 2005 - sessione straordinaria

Considerato un triangolo 4BC, acutangolo e isoscele sulla base BC, si chiami D il piede della sua altezza condotta per C e si co-
struisca, dalla stessa parte di 4 rispetto a BC, il punto £ in modo che il triangolo ECD sia simile ad ABC.
a) Dimostrare che:
1) EC ¢ perpendicolare a CB;
2) itriangoli EFC e AFD — dove F ¢ il punto comune ai segmenti ED e AC — sono simili e, di conseguenza, anche i triangoli
EFA e CFD sono simili e gli angoli 4EF e FCD sono congruenti;
3) EA ¢ parallela a CB;
4) il quadrilatero AECD ¢ inscrivibile in una circonferenza.
b) Ammesso che le misure di BC e CD, rispetto a un’assegnata unita di misura, siano 6 ¢ 24, dopo aver riferito il piano della fi-
5
gura a un conveniente sistema di assi cartesiani, determinare:
1) il seno e il coseno dell’angolo BCD;
2) le equazioni della similitudine che trasforma il triangolo 4BC nel triangolo EDC.

65. PROBLEMA 2 —P. N. L. 2005 — sessione straordinaria

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:

[1] y=x"+ax’ +bx’ +ec.

a) Dimostrare che, nel punto in cui secano 1’asse y, hanno tangente parallela all’asse x.

b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavita verso le y positive in tut-
to il suo dominio.

¢) Determinare i coefficienti a, b, ¢ in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca I’asse y, un flesso ¢ la
relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2 ; 2).

d) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare 1’area della regione finita di piano delimitata da K e
dalle due tangenti inflessionali.

e) Determinare le equazioni della traslazione che, lasciando sull’asse y il flesso di K con tangente orizzontale, porti il minimo di
K sull’asse x.

66. PROBLEMA 1 - Ordinamento 2005 - sessione straordinaria

Considerato un triangolo 4BC, acutangolo e isoscele sulla base BC, si chiami D il piede della sua altezza condotta per C e si co-



Problemi 14

struisca, dalla stessa parte di 4 rispetto a BC, il punto £ in modo che il triangolo ECD sia simile ad ABC.
a) Dimostrare che:
1) EC ¢ perpendicolare a CB;
2) itriangoli EFC e AFD — dove F ¢ il punto comune ai segmenti £D e AC — sono simili e, di conseguenza, anche i triangoli
EFA e CFD sono simili e gli angoli 4EF e FCD sono congruenti;
3) EA ¢ parallelaa CB;
4) il quadrilatero AECD ¢ inscrivibile in una circonferenza.
b) Ammesso che le misure di BC e CD, rispetto a un’assegnata unita di misura, siano 6 ¢ 24, dopo aver riferito il piano della
5
figura a un conveniente sistema di assi cartesiani, determinare:
1) le coordinate dei punti 4, B, C, D, E;
2) [P’equazione della circonferenza circoscritta al quadrilatero AECD.

67. PROBLEMA 2 — Ordinamento 2005 - sessione straordinaria

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:

[1] y=x"+ax’ +bx’ +c.

a) Dimostrare che, nel punto in cui secano I’asse y, hanno tangente parallela all’asse x.

b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavita verso le y positive in tut-
to il suo dominio.

¢) Determinare i coefficienti a, b, ¢ in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca 1’asse y, un flesso e la
relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2 ; 2).

d) Indicata con K la curva trovata, stabilire com’¢ situata rispetto all’asse x, fornendo una esauriente spiegazione della risposta.

e) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare I’area della regione finita di piano delimitata da K e
dalle due tangenti inflessionali.

68. PROBLEMA 1 — Estero 2005

La funzione /¢ definita da f{x) = x° — 6x’ + k dove k & una costante arbitraria.

1. Sitrovino, in funzione di £, i valori di minimo ¢ massimo relativo di f.

2. Per quali valori di £, f ha tre zeri reali distinti?

3. Sitrovi il valore di £ tale che il valor medio di f nell’intervallo chiuso [-/ ; 2] sia 1.

4. Sidetermini I’area della regione finita delimitata dal grafico di f'e dall’asse x quando k& = 32.

69. PROBLEMA 2 — Estero 2005

Siano date la parabola A ¢ la retta » d’equazioni rispettive y =x* + I ey =x — 1.

1. Quale ¢ la distanza minima tra A e » ? E quale ne ¢ il valore?

2. Siano 4 e B i punti d’intersezione di A con la retta s d’equazione y = x + 3, si determini il punto P appartenente all’arco 4B
tale che il triangolo ABP abbia area massima.

3. Sidetermini I’area del segmento parabolico di base 4B e si verifichi che essa ¢ 4 dell’area del triangolo ABP.
3

4. Sidetermini il volume del solido generato dalla rotazione completa del segmento parabolico di base 4B attorno all’asse x .

70. PROBLEMA 1 - Australe 2005 - sessione ordinaria

2
Sia f(x): X jl e sia F(x) la sua primitiva tale che F(1) = f(1). Siano inoltre ¢ ¢ @ le curve rappresentative rispettivamente di f'e
X

!

1. Nel piano riferito ad assi cartesiani, ortogonali e monometrici, si disegnino ¢ e @;
2. sideterminino le coordinate dei punti comuni a ¢ e @ e le equazioni delle tangenti alle due curve in tali punti;
3. sidetermini I’area della regione finita di piano delimitata dalle due curve e dalla rettax + 2 = 0.

71.  PROBLEMA 2 - Australe 2005 - sessione ordinaria

11 triangolo ABC ha il lato BC che ¢ il doppio di CA4 di lunghezza k mentre il triangolo rettangolo ABD, con D dalla parte opposta
di C rispetto ad 4B, ha il cateto AB che ¢ il doppio di BD.

1. Siesprima I’area del quadrilatero ADBC in funzione dell’angolo ACB,;

2. sidetermini il valore di ACB cui corrisponde il quadrilatero di area massima,

3. di tale quadrilatero si determini area e perimetro.

72.  PROBLEMA 1 - Australe 2005 - sessione suppletiva

Si consideri 1’equazione y = x° - ax + b.
1. Si determinino ¢ e b in modo che la sua curva rappresentativa /” sia tangente, nel punto A di ascissa —/, alla retta r
d’equazione y = 4. Si disegni I
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2. Laretta r incontra /" in un altro punto B. Si calcoli I’area della regione di piano delimitata dal segmento 4B e da I".
3. Si determini I’equazione della retta s per 1’origine degli assi che delimita con I” e con I’asse y una regione finita di piano, nel
secondo quadrante, di area 5/4.

73. PROBLEMA 2 - Australe 2005 - sessione suppletiva

Sia f'la funzione definita da f(x) = sin(x) + a cos(x) + b, con xe[-n, x]

1. Calcolate a e b in modo che y — % sia punto di massimo relativo e f( i j -0;
6 6
2. Tracciate il grafico 4 della funzione cosi ottenuta e dite se essa ha un massimo assoluto e un minimo assoluto;
3. Calcolate 1’area della regione finita di piano delimitata dalla tangente a 1 nel suo punto di ascissa nulla, da 1 e dalla retta

xX=—":

2

74. PROBLEMA 1 -P. N. I. 2006 - sessione ordinaria

Un filo metallico di lunghezza [ viene utilizzato per delimitare il perimetro di un’aiuola rettangolare.
a) Qual & I’aiuola di area massima che ¢ possibile delimitare?

Si pensa di tagliare il filo in due parti e utilizzarle per delimitare un’aiuola quadrata e un’altra circolare. Come si dovrebbe tagliare
il filo affinché:

b) la somma delle due aree sia minima?

¢) lasomma delle due aree sia massima?

Un’aiuola, una volta realizzata, ha la forma di parallelepipedo rettangolo; una scatola, cio¢, colma di terreno. Si discute di aumen-
tare del /0% ciascuna sua dimensione. Di quanto terreno in piu, in termini percentuali, si ha bisogno?

75. PROBLEMA?2-P. N. I 2006 - sessione ordinaria

Si considerino le funzioni fe g determinate da f{x) = log x ¢ g(x) = ax’, essendo a un parametro reale ¢ il logaritmo di base e.

1. Sidiscuta, al variare di a, I’equazione log x = ax’ e si dica, in particolare, per quale valore di a i grafici di f'e¢ g sono tra loro
tangenti.

2. Si calcoli, posto @ = —°, I’area che ¢ compresa fra i grafici di fe g (con x > 0) nella striscia di piano determinata dalle rette di
equazioni y =—1 e y =-2. 2. Si calcoli, posto a = 1, I’area della parte di piano delimitata dai grafici delle funzioni f'e g e dalle
rettex =1 e x =2.

3. Sistudi la funzione A(x) = log x — ax’ scegliendo per a un valore numerico maggiore di 1 e se ne disegni il grafico.
2e

76. PROBLEMA 2 - Ordinamento 2006 - sessione ordinaria

Si considerino le funzioni fe g determinate da f{(x) = log x ¢ g(x) = ax’, essendo a un parametro reale ¢ il logaritmo di base e.

1. Sidiscuta, al variare di a, I’equazione log x = ax’ ¢ si dica, in particolare, per quale valore di a i grafici d